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EINLEITUNG 
Albert [ 11, Amitsur et al. [2], Rowen [4-61 und Tignol [8,9] haben sich 
mit zentralen einfachen PI-Algebren R vom Exponenten 2 beschaftigt, wobei 
die allgemeine Theorie weitgehend dem Fall der char R # 2 angepal3t ist und 
spezielle Ergebnisse iiber Schiefkorper D sich im wensentlichen auf diesen 
Fall beschriinken. Diese Note bearbeitet den Fall der char R = 2 entlang der 
in [6, pp. 167-174; 183-1871 gegebenen Leitlinie. 
Zunlichst ist eine Charakterisierung der Klasseneinteilung der 
Involutionen 1. Art auf R in solche vom symplektischem Typ und 
Transpositionstyp fur char R = 2 zu erstellen, die Albert’s Charakterisierung 
[6, pp. 168-1691 fur den Fall char R # 2 entspricht. Nach einer nlheren 
Beschreibung der charakteristischen Polynome von Spurelementen a + a *, 
a E R beziiglich der Involutionen * in beiden Klassen kann man die im Fall 
der char D # 2 erfolgreichen Methoden auf den Fall char D = 2 iibertragen 
und fur Schielkorper D vom Grad 4 und 8 entsprechende Ergebnisse 
gewinnen. 
I. DEFINITIONEN UND NOTATIONEN 
Wir vermerken zunlichst einige Definitionen und Notationen. Im folgenden 
sei R einfache PI-Algebra vom Grad 2n und Exponenten 2 mit Zentrum 
Z(R) = F, E algebraische Htille von F, H(R) = R OF E und 8’(R) die 
Einheitengruppe von R. Weiterin sei M,,(F) der Ring der 2n x 2n Matrizen 
iiber F und s bzw. t die symplektische Involution bzw. Transposition auf 
M,,(F). Jede Involution * 1. Art auf R besitzt eine kanonische Erweiterung 
zu einer Involution * 1. Art auf H(R). Hierbei gilt (H(R), *) 1: (M,,(E), i) 
mit i E (s, t). Fur i = s bzw. i = t notieren wir * E I,(R) bzw. * E I,(R). Sei 
I(R)=I,~(R)Uf,(R),S(R,*)=(aER~a*=a},W(R,*) = {a+a*]aER), 
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K(R, *> = {aER I a*=-a} und V(R, *) = (a-a*IaER}. Fur a,bER 
seiaob=ab+baund [a,b]=ab-ba.FiirA,BcRseiAoBbzw. [A,B] 
die von (aobIaEA, bEB} bzw. {[a,b]]a~A,b~B} erzeugte additive 
Untergruppe von R und C,(A) = {r E R 1 [r, A] = 0). Fiir r E B(R) sei {,, der 
innere Automorphismus x w  r ~ ‘xr von R. 
Sei 4 kommutativer nullteilerfreier Ring, < = {<$’ ] 1 < i, j < n, 
1 < k ( co } eine Menge vertauschbarer Unbestimmter, ([<I die zugehijrige 
freie kommutative #-Algebra, (4,{ Y, Y’), i) die von Yk = (r$‘) und Yi, 
1 < k ( co erzeugte (generische) &Unteralgebra von (M,($[<]), i), wobei 
i E {s, t}, und (#,(Y, Y’), i) d’ te zentrale Lokalisation von ($,{ Y, Y’}, i). 
Schliesslich sei Z der Ring der ganzen Zahlen und Z, = Z/22. 
II. BEWEISTEIL 
Die Lemmata 1 und 2 beinhalten die zu Albert’s Charakterisierung 
analogen Aussagen fur char R = 2 und die Beschreibung der 
charakteristischen Polynome von Spurelementen. 
LEMMA 1. Sei 0 < m E B, F Korper mit char F = 2, T = M,,,(F), 
a E W(T, t) und f, das charakteristische Polynom von a. Dann gibt es 
g E F[X], so dass f, = g2 fir gerade m und f, = g2X ftir ungerade m. 
Beweis. Fur N = (i, ,..., ik} f { I,..., m} sei aN dasjenige Element von 
M+,JF), welches aus a durch Streichung der ij-ten Zeile und Spalte entsteht, 
1 ,< j ,< k. Es gilt 
f, =X” + s 
Q<k<m Nc(1 ,...,ml 
INI=k 
Eine leichte Modilizierung von [6, Lemma 2.5.7, Proposition 2.5.8, p. 1421 
erbringt det(a,) = 0 fiir ungerade m - k und det(a,) = z* mit z E F fur 
gerade m - k. Wegen char F = 2 erhalt man nun unmittelbar die 
Behauptung. 
LEMMA 2. Sei char R = 2, * E I(R), r E S(R, *)fJz(R) und 
a E W(R, *). Dann gilt: 
(1) * E Z,(R) genau dunn, wenn 1 E W(R, *). 
(2) *C&E I,(R) genau dann, wenn r E W(R, *) genau dann, wenn 
r-’ E W(R, *). 
(3) Fur *EI,(R)istaF- g al ebraisch vom Grad < n. 
(4) Fur * E Z,(R) ist a2F-algebraisch vom Grad < n. 
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Beweis. (1) erhilt man durch Betrachtung von H(R). 
(2) FiirbERistgleichwertig: l=b+r-‘b*r;r=rb+b*r=rb+(rb)*; 
r -’ = br-’ + r-lb* = br-’ + (br-‘)*. Mit (1) folgt unmittelbar die 
Behauptung. 
(3) Erhalt man nach leichter Modilizierung von [6, Theorem 2.5.10, 
p. 1421 durch Betrachtung von H(R). 
(4) Folgt mit Lemma 1 bei Betrachtung von H(R). 
COROLLAR 3. Sei R = D Schiefkiirper mit char D = 2. Dann gilt 
I,(D) f 0 # II(D). 
Beweis. Sei * E Z(D). Durch Betrachtung von H(D) erhalt man 
0 # W(D, *) $ S(D, *). N un erbringt Lemma 2(2) die Behauptung. 
Wir betrachten nun Involutionen auf verschrankten Produkten und den 
Zusammenhang zwischen F-Automorphismen auf Unterkiirpern, inneren 
Automorphismen und Involutionen. 
LEMMA 4. Sei char R = 2, * E Z(R), LF-Unterkiirper von R, C = C,(L) 
Schiefktirper und a: L -+ LF-Automorphismzrs mit a2 = 1. Dann gilt: 
(1) Es gibt r E S(R, *)nB(R), so dass a* = C, 1 L. Zst a # 1 oder L 
nicht maximaler Unterklirper von R, so kann man r E W(R, *) (7 6?(R) 
wihlen. 
(2) Es gibt •i E J(R), so dass a = Cl 1 L. Zst o # 1 oder L nicht 
maximaler Unterkiirper von R, so kann man q E Z,(R) wcihlen. 
Beweis. (1) Sei Cx = C\{O). Nach [6, Theorem 3.1.2, p. 1521 ist A := 
{a E B(R) ( c, 1 L = a*} # 0. Weiterhin gilt CXA c A und A* = A. O.E. sei 
nun a + a* = 0 fur alle a EA. Dann ist A c S(R, *), also ac* = (ca)* = ca 
und c* = a - ‘ca fur alle a E A und c E C ‘, somit C kommutativ, demnach 
C = L nach [ 6, Proposition 3.1.8, p. 154], schliesslich a = 1. 
(2) Nach (1) gibt es r E S(R, *) f7 B(R) bzw. r E W(R, *) n 8(R), so 
dass [,. ] L = a*. Man setzt nun Cl = *&ml und verwendet Lemma 2(2). 
LEMMA 5. Sei char R = 2, L maximaler F-galoisscher Unterkcrper von 
R mit Galoisgruppe G, * E Z(R) und L * = L. Dann gilt 
W(R, *)nL = W(L, *). (*I 
Weiterhin ist gleichwertig: (1) * E Z,(R), (2) 1 e W(L, *), (3) W(L, *) # 0, 
(4) * (L # 1, (5) S(L, *> = W(L, *>. 
Beweis. Nach Lemma 4(l) gibt es zu jedem aEG ein 
r E S(R, “) n 8(R), so dass fiir alle x E L gilt: xr, = r-,x* und r, = 1. Nach 
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[6, Theorem 3.1.27, p. 1581 ist R = @ osG r,L. Nun priift man unmittelbar 
(*). Nach (*) und Lemma 2( 1) gilt (1) o (2). (2) Z- (3) o (4) X= (5) sind 
trivial. 
(3) 3 (2) Wgihle 0 # r E W(L, *). Nach Lemma 2(2) ist *[, E I,(R) und 
*i& 1 L = * ] L. Wegen (1) * (2) ist 1 E W(R, *). 
(1) + (5) Wir fiihren die Annahme r E S(L, *)\W(L, *) # 0 zum 
Widerspruch. Nach (*) und Lemma 2(2) ist *&E Z,(R) und 
W(R, *&) = W(R, *) im Widerspruch zu (1) o (2). 
Ahnlich wie [6, Propositions 3.2.32 und 3.2.33, p. 1841 erhalt man mit 
Corollar 3 das 
LEMMA 6. Sei i E {s, t). 
(1) #,(Y, Y’) ist Schiefkirper genau dann, wenn es einen #- 
Schiejkorper D vom Grad n gibt mit Z(D) # 0. 
(2) Sei (D, *) #-Schiefiorper vom Grad n mit * E I,(D). Besitzt 
Q,(Y, Y’) einen Z(d,(Y, Y’))-galoisschen Unterkiirper L mit Galoisgruppe G, 
so hat D einen Z(D)-galoisschen Unterkiirper M mit Galoisgruppe G. Ist 
L’ = L bzw. ai = a jii?- alle a E L, so kann zustitzlich erreicht werden, dass 
M*=Mbzw. b*=bfurallebEM. 
Wir wenden nun die allgemeinen Uberlegungen an auf Schiefkorper der 
Charakteristik 2 vom Grad 4 und 8. 
SATZ 7. Sei R = D Schiefklirper vom Grad 4 mit char D = 2 und 
* E J,(D). Dann gibt es *-invariante F-Quaternionenunteralgebren Q, und 
Q, von D, so dass D = Q, OF Qz. 
Beweis. Durch Betrachtung von H(D) erhiilt man W(D, *) 0 
W(D, *) u? F. Also gibt es a E W(D, *), so dass a* 6$ F. Nach Lemma 2(3) 
ist [F(a) : F] = 2. Sei 1 # uF-Automorphismus von F(a). Nach Lemma 4( 1) 
gibt es 0 # b E W(D, *), so dass Q = t;b 1 F(a). Nach Lemma 2(3) ist 
[F(b) : F] = 2. Wegen a o b # 0 und a o bZ = 0 ist b* E F. Nun wiihlt man 
Q, = F(a, 6) und Q2 = C,(Q,) (vgl. [6, Remark 3.2.27, p. 182; 3, Theorems 
4.3.2 und 4.4.2, pp. 104, 1121). 
LEMMA 8. Sei R = D Schiefkiirper vom Grad 4, * E Z,(D), Q, und Q, F- 
Quaternionenunteralgebren von D mit Qf=Q,, QT=Q, und 
D = Q, OF Q,. Dann besitzt D einen F-galoisschen Unterkorper L mit 
Galoisgruppe Z, x Z, und L c S(D, *). 
Beweis. 1. Fall. Char D # 2. Durch Betrachtung von H(D) erhllt man 
dim, K(D, *) = 6 und dim,.S(D, *) = 10. Nach [7, II] gibt es 
u,v,x,yES(D,*) bzw. u,v,x,yEK(D,*), so dass uov=O=x~y und 
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(*) uZ,u2,x2,y2EFX, Q,=F+Fu+Fu+Fuv und Q,=F+Fx+Fy+ 
Fxy. Man wtihlt L = F(u) F(x) bzw. L = F(ux) F(vy). 
2. Fall. Char D = 2. Nach Lemma 2(l) ist 1 & W(D, *). Nach [7, II] gibt 
es u,xES(D,*) und v,yED, so dass uou=I=xoy, v*=u+u-‘, 
y* = y +x-l und (*). Man wahlt L = F(W) F(xy). 
SATZ 9. Sei R = D Schiejktirper vom Grad 4 und * E I,(D). Dunn 
besitzt D einen F-galoisschen Unterkerper L mit Galoisgruppe Z, x L, und 
L c S(D, *). 
Beweis. Nach den Lemmata 6 und 8 sei o.E. D = #4(Y, Y’) und besitze 
D keine “-invariante F-Quaternionenunteralgebra. Wlihle a = (Y, - Y:)’ und 
b = [a; Y, + Y:12. Die Substitutionen yi + ei3 I 1 < i < 2 erbringen 
a2, b2,& F. Nach [6, Proposition 3.2.26, Remark 3.2.27, p. 182) ist b 4 F(a) 
und [a, b] = 0. Nach [6, Proposition 2.5.6, p. 1411 und Lemma 2(4) ist 
[F(a) : F] = 2 = [F(b) : F]. 
LEMMA 10. Sei char 4 = 2, D = $,(Y, Y”) Schiejkiirper, F = Z(D), u = 
(Y,+YS)o(Y,tYS),w= uo(Y,tY~),v=utwuw-‘unda=v*.Dann 
gilt a2 & F und [F(a) : F] = 2. 
Beweis. Wew W4(#ltl) 0 ~4(b[WP, 0) = (~,($[<I), s) 16, Remark 
2.5.13, p. 1431 ist nach [6, Proposition 3.2.24, p. 1821 a2 6? F. Sei 0 = s[,-,. 
Es ist tr(u) = 0, U, w E W(D, s) und v E W(D, 0). Nach Lemma 2(2,3) ist 
[F(u) : F] < 4 und [F(v) : F] < 4. Mit [6, Lemma 3.2.23, p. 181) erhtilt man 
die Behauptung. 
SATZ 11. Sei R = D Schiefkiiper vom Grad 8 mit char D = 2. Dann gilt 
(1) oder (2): 
(1) D besitzt F-galoisschen Unterkiirper L mit Galoisgruppe U, x 
z, x z,. 
(2) Es gibt d E D\F mit d2 E F und D besitzt F-galoisschen 
Unterkdrper L mit Galoisgruppe Z, x 77,. 
Beweis. 1. Fall. D besitzt eine F-Quaternionenunteralgebra Q. Dann ist 
T = C,(Q) Schiefkijrper vom Grad 4 mit Z(T) = F und D = Q OF T 
[3,Theorems 4.3.2 und 4.4.2, pp. 104, 1121. Nach [6, Theorem 3.2.29, 
p. 1831 gilt (1). O.E. besitze D keine F-Quaternionenunteralgebra. 
2. Fall. Es gibt d E D\F mit d2 E F. Fur T = C,(F(d)) gilt Grad von 
T = 4 und Z = Z(T) = F(d) [6, Proposition 3.1.8, p, 1541. Nach [6, Theorem 
3.2.28, p. 1831 gibt es a, b E T\Z, so dass a2 + a, b2 t b E Z, a o b = 0 und 
[Z(a, b) : Z] = 4. Wtihle L = F(a2, b*). 
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3. Fall. Es gibt kein d E D\F mit d* E F. Nach den Lemmata 6(2) und 10 
gibt es a E D\F, so dass a2 + a E F. Nach Lemma 4(2) gibt es * E Z,(D), so 
dass a*=a t 1. Nach Lemma4(1) gibt es zu u= 1 ein uE W(D, *), so 
dass u-‘au = a + 1. Dann ist a o u* = 0, also a4 f ru* E F mit 0 #r E F 
nach Lemma 2(3). Nach [6, Remark 3.2.27, p. 1821 ist U* &F(a). Fur 
b = u*/r gilt b* + b E F und [F(a, b) : F] = 4. Sei r F-Automorphismus von 
F(a,b) mit abut 1 und b-b+ 1. Nach Lemma4(1) gibt es 
v E W(D, *), so dass v-‘av = a und v-‘bv = b + 1, also a o v* = 0 = b o v2, 
somit v4 + sv* E F mit 0 #s E F nach Lemma 2(3). Nach [6, Remark 
3.2.27, p. 1821 ist v2 = (v’)* & F(a, b). Fur c = 0*/s gilt c2 + c E F und 
[F(a, b, c) : F] = 8. 
Zur Entscheidung der Frage, ob die Alternative (2) in Satz 11 ersatzlos 
gestrichen werden kann, sollte man wohl folgenden Ansatz machen: Sei 
D = 4,(Y, Y’) und F = Z(D). Wahle a E D/F mit a2 + a E F gemass 
Lemma 10. Bestimme * E I,(D) mit a* = a t 1. Wlhle Indizes i und j, so 
dass i # j und Yi und Yj nicht in a “vorkommen.” Setze u = a 0 ( Yi t YF), 
b = u*, v = b o (a o (Yj t Yj+)) und c = v*. Dann gilt U, v E W(D, *). Nach 
[6, Proposition 3.2.26, p. 1821 und Lemma 2(3) ist [F(d): F] < 2 fur 
d E {b, c} und F(a, b, c) kommutativ. Durch Spezialisierungen nach 
(M&[<]), s) ware nun folgendes zu priifen: 
d*@Ffiir dE (b,c] und c @ flu, 61, 
wobei [6, Remark 3.2.27, p. 1821 zu beachten ist. 
Nach Lemma 5 kann man nicht auf die Bedingung a* # a verzichten und 
etwa * = 0 aus dem Beweis von Lemma 10 wahlen. Die Kalkulation von * 
und die Spezialisierungen werden dadurch Buljerst kompliziert. 
LITERATUR 
1. A. A. ALBERT, “Structure of Algebras,” Amer. Math. Sot. Colloq. Publi., No. 24, 
Providence, R. I., 1961. 
2. S. A. AMITSUR, L. H. ROWEN, AND J. P. TIGNOL, Division algebras of degree 4 and 8 with 
involution, Israel J. Math. 33 (1979), 133-148. 
3. I. N. HERS’rEIN, “Noncommutative Rings,” Carus Monograph 15, Math. Assoc. Amer., 
Wiley, New York, 1973. 
4. L. H. ROWEN, Central simple algebras with involution, Bull. Amer. Mark SW 83, (1977), 
1031-1032. 
5. L. H. ROWEN, Central simple algebras, Israel J. Math. 29 (1978), 285-301. 
6. L. H. ROWEN, “Polynomial Identities in Ring Theory,” Academic Press, New York, 1980. 
7. W. STREB, Invariante Untergruppen in Ringen mit Involution II, J. Algebra, im Druck. 
8. J. P. TIGNOL, Sur les corps a involution de degre 8, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. A 284 
(1977) 1349-1352. 
9. J. P. TIGNOL, On similarity classes of involutorial division algebras of degree 8, C. R. 
Acad. Sci. Paris Ser. A 286 (1978), 875-876. 
